THÔNG TIN CHUNG VỀ SÁNG KIẾN

1. Tên sáng kiến: Phát triển năng lực thực hành cho học sinh THCS thông qua việc tiếp cận một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức vào các bài toán thực tế.
2. Lĩnh vực áp dụng sáng kiến: Giảng dạy môn Toán trong trường THCS.

3. Tác giả:
Họ và tên:   Nguyễn Hữu Tường                       Nam (nữ): Nam

Ngày tháng/năm sinh: 26/09/1977

Trình độ chuyên môn: Đại học toán – Thạc sĩ quản lý giáo dục.

Chức vụ, đơn vị công tác: Hiệu trưởng - Trường THCS Hồng Dụ, Ninh Giang, Hải Dương.

Điện thoại: 0946590555 và 0976787199
4. Chủ đầu tư tạo ra sáng kiến: Trường THCS Hồng Dụ, xã Hồng Dụ, huyện Ninh Giang, tỉnh Hải Dương.

Số điện thoại: 03203767341
5. Đơn vị áp dụng sáng kiến lần đầu: Trường THCS Hồng Dụ, xã Hồng Dụ, huyện Ninh Giang, tỉnh Hải Dương.

Số điện thoại: 03203767341
6. Các điều kiện cần thiết để áp dụng sáng kiến: 
- Giáo viên phải biết phân loại các đối được học sinh và chọn các bài tập phù hợp cho từng đối tượng học sinh đã phân loại.

7. Thời gian áp dụng sáng kiến lần đầu: Sáng kiến của tôi được áp dụng từ năm học 2013 – 2014 đến nay.
        HỌ TÊN TÁC GIẢ                             XÁC NHẬN CỦA CƠ QUAN 
                                                                    ĐƠN VỊ ÁP DỤNG SÁNG KIẾN

    NGUYỄN HỮU TƯỜNG
XÁC NHẬN CỦA PHÒNG GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO

TÓM TẮT NỘI DUNG SÁNG KIẾN
1. Hoàn cảnh nảy sinh sáng kiến

Qua thực tế giảng dạy, qua công tác khảo nghiệm khả năng phát triển tư duy và năng lực thực hành đối với bộ môn toán nói riêng và trong cuộc sống nói chung của học sinh thông qua nhóm kiến thức liên quan đến bất đẳng thức; khả năng tìm ra phương án tối ưu cho một vấn đề cần giải quyết của học sinh THCS. 
Tôi nhận thấy mình phải tìm hiểu sâu và làm tốt việc “Phát triển năng lực thực hành cho học sinh THCS thông qua việc tiếp cận một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức vào các bài toán thực tế”
2. Điều kiện, thời gian, đối tượng áp dụng sáng kiến

- Điều kiện áp dụng sáng kiến: Nhà trường có đủ cơ sở vật chất đáp ứng cho việc tổ chức các hoạt động học tập cho thầy và trò như: Sách giáo khoa, sách tham khảo, các tài liệu có liên quan, hệ thống máy tính, máy chiếu và các phần mềm hỗ trợ học tập và hệ thống các văn bản hướng dẫn của các cấp...

 - Thời gian áp dụng sáng kiến lần đầu: Năm học 2013 – 2014
- Đối tượng áp dụng sáng kiến: Học sinh THCS khối 8, khối 9.
3. Nội dung sáng kiến.

3.1. Tính mới , tính sáng tạo của sáng kiến
- Xác định được hệ thống kiến thức lý thuyết, một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức đơn giản giúp các em học sinh hình thành cho mình được cách tiếp cận các bài chứng minh bất đẳng thức một cách cởi mở hơn, cùng với một số ứng dụng cơ bản của bất đẳng thức vào bài toán thực tế. Trong nội dung của đề tài này tôi xin được tập trung giới thiệu một số phương pháp hay được sử dụng khi chứng minh bất đẳng thức như: dùng định nghĩa, biến đổi tương đương, dùng các bất đẳng thức đã biết, phương pháp phản
chứng, dùng các tính chất của bất đẳng thức, dùng bất đẳng thức tổng quát chứa luỹ thừa các số tự, dùng bất đẳng thức về 3 cạnh của tam giác......và một số bài tập vận dụng như: Ứng dụng tìm cực trị; Ứng dụng giải phương trình; Ứng dụng giải phương trình nghiệm nguyên; Ứng dụng giải hệ phương trình; Ứng dụng điều kiện về nghiệm của phương trình bậc hai để tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một biểu thức…. nhằm giúp học sinh bớt lúng túng khi gặp các bài toán về chứng minh hay vận dụng bất đẳng thức, qua đó phát huy được tính tích cựu, lòng say mê học tập bộ môn toán nói riêng, từng bước phát triển tư duy, từng bước hình thành và phát triển cho học sinh năng lực thực hành, khả năng tìm ra phương án tối ưu để giải quyết một vấn đề và từ đó từng bước hoàn thiện nhân cách cho học sinh nói chung.

Qua đó qua đó tạo cho học sinh lòng ham mê học hỏi, hình thành và phát triển năng lực thực hành cho học sinh. 
- Đưa ra phương thức và phương pháp tiếp cận lời giải cho một số dạng toán về bất đẳng thức từ đó tạo cho học sinh hình thành nên cho học sinh được những định hướng cơ bản cho việc giải quyết các vấn đề thực tế liên quan đến bất đẳng thức trong chương trình toán ở trường trung học cơ sở. 
- Học sinh dễ tiếp thu kiến thức và có thể ghi nhớ kiến thức lâu dài, học sinh biết vận dụng kiến thức để giải quyết những tình huống gặp phải trong cuộc sống có liên quan đến sự hơn kém, tính so sánh và đến những giá trị đặc biệt của vấn đề.
- Học sinh có ý thức nghiên cứu vấn đề có tính hệ thống, tính kế hoạch.    
3.2. Khả năng áp dụng của sáng kiến:
- Nội dung sáng kiến thiết thực, có khả năng áp dụng rộng rãi trong các nhà trường.
- Sáng kiến được áp dụng trong việc dạy học chương trình đại trà, chương trình bồi dưỡng học sinh giỏi và đặc biệt áp dụng được trong các trường hợp nghiên cứu chuyên sâu về chuyên đề bất đẳng thức...

3.3. Lợi ích của sáng kiến 
Ngày nay, chúng ta đang sống trong một xã hội năng động, con người được tiếp cận với tiến bộ khoa học kỹ thuật. Khoa học công nghệ cũng vì nhu cầu vô hạn của con người, ngày càng phát triển nhanh chóng, đặc biệt là cong người càng phát triển thì càng cần tìm ra được cách giải quyết vấn đề một cách tối ưu nhất.
Tuy nhiên, bên cạnh sự tiến bộ ấy, chúng ta phải đối diện với những vấn đề lớn có tầm ảnh hưởng đến sự phát triển của các thế hệ người sau này đó là các em học sinh đôi chỗ mất đi phần nào năng lực thực hành, các em học tập là làm việc đôi chỗ thiếu tính hệ thống nên kết quả trong học tập, hiệu quả trong lao động chưa thật cao.

Với tất cả các yếu tố đó, thiết nghĩ việc phát triển năng lực thực hành nói riêng, năng lực học tập và làm việc cho các thế hệ học sinh là vấn đề đặc biệt quan trong trong nhà trường. Do đó, tối khuyến khích các em học tập thông qua việc tiếp cận một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và những ứng dụng của nó trong thực tiễn để qua đó xóa đi bức tường vô hình trong việc các em tiếp cận đế kiến thức bất đẳng thức. Tạo cho các em học sinh lòng say mê bộ môn tạo cho các em làm nhiều, học nhiều, từng bước hình thành và phát triển năng lực thực hành cho các em.

4. Khảng định giá trị, kết quả đạt được của sáng kiến.
Qua việc áp dụng đề tài vào quá trình giảng dạy trong 3 năm liền tôi nhận thấy kết quả mà học sinh đạt được đối với việc thai gian các bài thi, khả năng thực hành giải toán đã được cải thiện khá nhiều.

5. Đề xuất kiến nghị để thực hiện áp dụng hoặc mở rộng sáng kiến.
- Tăng cường tổ chức các chuyên đề, các buổi hội thảo về việc định hướng, phân loại các dạng toán để giúp các em học sinh dễ học hơn, dễ nhớ hơn, từ đó khích lệ được các em nhiều hơn trong việc học tập và lao động.

- Đào tạo, bồi dưỡng đội ngũ giáo viên dạy môn toán có được trình độ chuyên sâu để tổ chức tốt các hoạt động học tập của học sinh.

- Tạo điều kiện cho học sinh tích cực tham gia nhiều hơn các cuộc thi trên sân chơi trí tuệ, tổ chức tốt cho học sinh THCS được thi giải toán trên mạng thông qua đó tạo cho học sinh được thói quen tự học và nhu cầu học tập của bản thân.

Trong nội dung của đề tài này tôi xin được tập trung giới thiệu một số phương pháp hay được sử dụng khi chứng minh bất đẳng thức như: dùng định nghĩa, biến đổi tương đương, dùng các bất đẳng thức đã biết, phương pháp phản chứng, dùng các tính chất của bất đẳng thức, dùng bất đẳng thức tổng quát chứa luỹ thừa các số tự, dùng bất đẳng thức về 3 cạnh của tam giác......và một số bài tập vận dụng như: Ứng dụng tìm cực trị; Ứng dụng giải phương trình; Ứng dụng giải phương trình nghiệm nguyên; Ứng dụng giải hệ phương trình; Ứng dụng điều kiện về nghiệm của phương trình bậc hai để tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một biểu thức…. nhằm giúp học sinh bớt lúng túng khi gặp các bài toán về chứng minh hay vận dụng bất đẳng thức, qua đó phát huy được tính tích cựu, lòng say mê học tập bộ môn toán nói riêng, từng bước phát triển tư duy, từng bước hình thành và phát triển cho học sinh năng lực thực hành, khả năng tìm ra phương án tối ưu để giải quyết một vấn đề và từ đó từng bước hoàn thiện nhân cách cho học sinh nói chung.
Tính mới của đề tài này là giúp học sinh từ việc hệ thống được các phương pháp chứng minh bất đẳng thức, các ứng dụng của bất đẳng thức để đạt được việc phát triển năng lực thực hành trong giải toán cho học sinh THCS.
MÔ TẢ SÁNG KIẾN
Toán học là một môn khoa học tự nhiên, toán học có một vai trò rất quan trọng trong các lĩnh vực khoa học, toán học nghiên cứu rất nhiều, rất đa dạng và phong phú, trong đó các bài toán về bất đẳng thức là những bài toán khó. Để giải được các bài toán về bất đẳng thức, bên cạnh việc nắm vững khái niệm, các tính chất cơ bản của bất đẳng thức, còn phải nắm được các phương pháp chứng minh bất đẳng thức và những ứng dụng của chúng.

Có nhiều phương pháp để chứng minh bất đẳng thức và ta phải căn cứ vào đặc thù của mỗi bài toán mà sử dụng phương pháp cho phù hợp. Mỗi bài toán chứng minh bất đẳng thức có thể áp dụng được nhiều phương pháp giải khác nhau, cũng có bài phải phối hợp nhiều phương pháp một cách linh hoạt.

Bài toán chứng minh bất đẳng thức được vận dụng nhiều vào các dạng bài toán giải và biện luận phương trình, bất phương trình, hệ phương trình đặc biệt, tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức...và được sử dụng nhiều trong khi ôn tập, ôn thi học sinh giỏi và thi vào cấp 3 đặc bịêt là thi vào các trường chuyên...
Việc vận dụng lính hoạt các trường học xẩy ra trong toán học vào thực tế, khả năng phân tích một vấn đề thực tế để so sánh khả năng xẩy ra của nó đối với điều kiện hiện tại của học sinh nói riêng và điều kiện xã hội hiện tại nói chung…

Vì những lý do trên học sinh cần thiết phải nắm được những kiến thức cơ bản về bất đẳng thức, những vận dụng của bất đẳng thức và đặc biệt là nhứng trường hợp đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một biểu thức,… để qua đó các em thấy được sự so sánh, quy luật so sánh trong các quan hệ toán học, thấy được quan hệ qua lại gữi các yếu tố, những khả năng có thể xảy ra, những trường hợp có thể đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất…
I. Mục đích, nhiệm vụ nghiên cứu
1.1. Mục đích nghiên cứu


Nghiên cứu thực trạng khả năng thực hành, vận dụng các kỹ năng thực hành vào thực tiễn của học sinh thông qua phần kiến thức bất đẳng thức, chứng minh bật đẳng thức và các ứng dụng của nó vào thực tế từ đó đề xuất một số giải pháp góp phần phát triển năng lực thực hành cho học sinh THCS.
1.2. Nhiệm vụ nghiên cứu

- Hệ thống một số vấn đề lý luận và kiến thức cơ bản của bất đẳng thức.
- Nghiên cứu khảo sát thực trạng về việc nắm bắt các phương pháp chứng minh bất đẳng thức, những ứng dụng của bất đẳng thức và việc liên hệ các bài toán về bất đẳng thức vào thực tiễn cuộc sống.
- Đề xuất một số biện pháp nâng cao khả năng giải quyết các bài toán về bất phương trình, ứng dụng của bất phương trình trong chương trình toán THCS.

- Phân tích và đưa ra một số khuyến nghị đối với giáo viên và học sinh.

1.3. Giới hạn nghiên cứu


Tôi khảo sát 50 học sinh lớp 8, 35 học sinh lớp 9 và 20 giáo viên dạy toán THCS.
1.4. Phương pháp nghiên cứu

1.4.1. Câu hỏi nghiên cứu/ giả thuyết nghiên cứu

* Câu hỏi nghiên cứu

- Việc thực hành giải toán, khả năng suy luận toán học, kỹ năng phấn tích, phán đoán và vận dụng các trường hợp xẩy ra trong toán học và giải quyết các vấn đề được đưa ra trong trương trình toán nói chung, trong phần kiến thức về bất đẳng thức nói riêng đã tốt chưa?, đã có sự linh hoạt chưa?
- Hãy hệ thống kiến thức cơ bản của bất đẳng thức và qua hệ giữ chúng?

- Có ban nhiêu phương pháp chứng minh bất đẳng thức, đánh giá từng phương pháp?

- Phần kiến thức về bất đẳng thức có thể có những vận dụng gì vào trong thực tế?

- Học song phần kiến thức về bất đẳng thức và những ứng dụng của chúng đã giúp gì cho em khi tìm cách giải quyết một tình huống trong thực tế?
* Giả thuyết nghiên cứu

- Trong chương trình toán THCS thường sử dụng các tính chất, một số bất đẳng thức cơ bản để chứng minh bất đẳng thức. Nhưng các phương pháp mà các em học sinh biết được thì đôi chỗ chưa giải quyết được hết các tình huống đưa ra trong thực tế, trong các bài tập yêu cầu tư duy logic cao…
- Việc yêu cầu học sinh, kỹ năng học sinh có được thông qua việc học phần kiến thức về bất đẳng thức trong chương trình toán THCS vẫn còn mạng tính áp dụng máy móc, chưa phát triển được khẳ năng tư duy sâu, khả năng vận dụng linh hoạt đặc biệt là vận dụng những kiến thức đã học được vào việc tìm
 kiếm ý tưởng, những giải pháp tối ưu để giải quyết những vấn đề gặp phải
 trong tình huống thực tế cuộc sống có thể là:

+ Thiên về việc áp dụng máy móc kiến thức sách giáo khoa.


+ Phương pháp đưa ra chư pháp huy hết được khả năng vận dụng của học sinh.


+ Chưa lập được mối qua hệ giàng buộc giữa kiến thức toán học và các tình huống thực tế.


+ Giáo viên chưa có nhiều kinh nghiệm trong việc đưa kiến thức toán học vào trong thực tế cuộc sống.

- Nếu học sinh có được hệ thống phương pháp học tập phần kiến thức liên quan đến bất đẳng thức tốt thì các em có thể thấy được một vấn đề trong cuộc sống có bao nhiêu khả năng xẩy ra, khả năng nào có thể xảy ra nhiều nhất, khả năng xảy ra ít nhất và trong điều kiện nào….
1.4.2. Phương pháp nghiên cứu

Tôi sử dụng phối hợp các phương pháp sau để triển khai các nội dung nghiên cứu trong đề tài này.
1.4.2.1. Phương pháp nghiên cứu tài liệu lý luận

Mục đích: Nhằm thu thập thông tin về các vấn đề có liên quan làm cơ sở lý luận cho đề tài.
Công cụ: + Thông tin, số liệu, tài liệu giảng dạy trong phần kiến thức toán học bậc THCS.
                + Thông tin, lý luận cơ bản về phát triển năng lực.

                + Các nghiên cứu, những kinh nghiệm của đồng nghiệm đã đề cập, đã vận dụng vào thực tế giảng dạy của mình.

Cách tiến hành: Tìm hiểu thu thập, đọc, nghiên cứu, phân tích, tổng hợp, khái quát hóa các tài liệu có liên quan.

1.4.2.2. Phương pháp điều tra bằng phiếu (ankét)


Mục đích: Nhằm thu thập ý kiến của giáo viên và học sinh về thực trạng học tập, vận dụng các kiến thức về bất đẳng thức vào thực tế và đặt biệt vận dụng một cách tinh tế kiến thức bất đẳng thức vào tư duy suy luận trong thực tế.

Phương tiện:



+ Phiếu điều tra học sinh



+ Phiếu trưng cầu ý kiến của giáo viên.


Cách tiến hành: Thiết kế bảng hỏi; phát cho mỗi giáo viên dạy toán, học sinh trong danh sách cần điều tra một phiếu điều tra và đề nghị họ trả lời toàn bộ các câu hỏi được đưa ra trong phiếu. Hướng dẫn cách trả lời từng nội dung trong phiếu (nếu người trả lời thắc mắc). Trong phiếu có một vài câu hỏi mở. Sau đó tổng hợp, phân tích so sánh đưa ra đánh giá lại làm cơ sở cho việc điều tra thực trạng.
1.4.2.3. Phương pháp thử nghiệm


Mục đích: Thử nghiệm phương pháp trắc nghiệm khách quan để đánh giá khả nặng vận dụng các kiến thức về bất đẳng thức vào giải quyết các tình huống thực tế đối với học sinh THCS.

Phương tiện: Bài kiểm tra chương, bài kiểm tra học kì, bài kiểm tra học sinh giỏi cấp THCS.


Cách tiến hành: Kiểm tra và phân tích lại toàn bộ các bài làm của học sinh trong các bài kiểm tra của học sinh có phần câu hỏi, kiến thức vận dụng bất đẳng thức.
1.4.2.4. Phương pháp lấy ý kiến chuyên gia


Mục đích: Tham khảo các ý kiến đóng góp cho đề tài khi xây dựng phiếu điều tra thực trạng; khi lập bảng trọng số, soạn các câu hỏi, xử lý, phân
 tích dữ liệu, điều chỉnh và hoàn thiện bộ trắc nghiệm đã xây dựng để bài test có độ giá trị và tin cậy cao.

Phương tiện: + Phiếu điều tra giáo viên và học sinh



          + Đề kiểm tra kiến thức của chương, năm học và những nội dung được vận dụng vào thực tế.


Cách tiến hành: Trong quá trình thiết kế phiếu điều tra, xây dựng, soạn thảo câu hỏi, … tôi có xin ý kiến của một số giáo viên giầu kinh nghiệm trong giảng dạy và kính nghiệm cuộc sống…

1.4.2.5. Phương pháp phỏng vấn


Mục đích: Nhằm kiểm chứng theo xắc xuất từ 5 – 9% kết quả qua thu phiếu điều tra, hỗ trợ cho phương pháp điều tra bằng phiếu.

Phương tiện: + Các câu hỏi ý kiến giáo viên, học sinh.



         + Ghi chép và thu băng qua quá trình đàm thoại.

Cách tiến hành: Đưa ra các câu hỏi rồi trò chuyện với cán bộ giáo viên và học sinh để biết ý kiến của họ về thực trạng học tập, thực hành, vận dụng phần kiến thức bất đẳng thức vào thực tiễn đối với học sinh THCS.

1.4.2.6. Phương pháp xử lý số liệu

Mục địch: Từ phiếu điều tra thu thập được, tổng hợp, xử lý và phân tích dưc liệu để lập nên các bảng biểu để đưa ra kết quả nghiên cứu, qua đó rút ra kết luận và đưa ra những đề xuất.

Phương tiện: - Sử dụng máy tính, bảng số liệu thống kê và bảng tính.

Cách tiến hành: Từ cơ sổ kết quả thu được tôi tổng hợp số liệu bằng phương pháp thống kê.


- Xử lý số liệu bằng phần mềm Excel, bảng công thức.


- Phân tích số liệu bằng biểu đồ.


- So sánh kết quả thu được giữa năng lực của thí sinh và độ khó của câu hỏi từ đó rút ra những nhận xét chung và các nhận xét cụ thể về từng câu hỏi. So sánh sự khác biệt từ số liệu thu được giữa các nhóm đối tượng thuộc nhóm đối chứng và nhóm thử nghiệm.

1.4.3. Phạm vi, thời gian khảo sát

1.4.3.1. Phạm vi nghiên cứu


Do thời gian có hạn, trong phạm vi của đề tài, tôi chỉ khảo sát, nghiên cứu giáo viên và học sinh của hai nhà trường THCS.
1.4.3.2. Thời gian khảo sát:


Đề tài được nghiên cứu từ tháng 10/2013 đến hết tháng 6/2014.
1.5. Kết quả nghiên cứu thực trạng
Qua việc khảo sát việc dạy và học của thầy và trò đối với phần kiến thức về bất đẳng thức, tôi thu được một số kết quả sau:
- Giáo viên mới ra trường rất ngại nghiên cứu và hướng dẫn học sinh nghiên cứu, học tập về bất đẳng thức.

- Học sinh rất ngại và hay né tránh những lượng kiến thức hay những bài toán về bất đẳng thức. Đặc biệt qua các bài kiểm tra định kì hay các bài thi học sinh giỏi, thi chuyển cấp thì đại đa số học sinh bỏ không làm được bài về bất đẳng thức.
Khi giảng dạy trên lớp gặp một số bài tập về bất đẳng thức tôi thấy học sinh còn rất nhiều lúng túng trong việc làm bài tập, hay định hướng cách làm, đặc biệt là học sinh học ở mức độ trung bình.

Thực hiện việc kiểm tra khảo sát ở học sinh lớp 8, 9 kiến thức về bất đẳnh thức trước khi tôi áp dụng đề tài tôi thu được kết quả như sau: 

Bảng 1.1: Điều tra về việc nhận biết các bất đẳng thức cơ bản của học sinh
	Lớp
	Sĩ số
	Nhận biết đúng
	Nhận biết sai

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	8
	21,6
	29
	78,4

	8B
	41
	7
	17,1
	34
	82,9

	9A
	43
	11
	25,9
	32
	74,4

	9B
	42
	5
	11,9
	37
	88,1


Bảng 1.2: Điều tra về việc chứng minh bất đẳng thức.
	Lớp
	Sĩ số
	Biết cách chứng minh
	Không biết chứng minh

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	4
	10,8
	33
	89,2

	8B
	41
	3
	7,3
	38
	92,7

	9A
	43
	5
	11,6
	38
	88,4

	9B
	42
	4
	9,5
	38
	90,5


Bảng 1.3: Điều tra về việc sử dụng bất đẳng thức vào bài toán cực trị.
	Lớp
	Sĩ số
	Biết sử dụng
	Không biết sử dụng

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	6
	16,2
	31
	93,8

	8B
	41
	4
	9,8
	37
	90,2

	9A
	43
	3
	7
	40
	93

	9B
	42
	4
	9,5
	38
	90,5


Bảng 1.4: Điều tra về việc sử dụng bất đẳng thức vài giải phương trình và hệ phương trình.
	Lớp
	Sĩ số
	Biết cách làm
	Không biết cách làm

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	3
	8,1
	34
	91,9

	8B
	41
	2
	4,9
	39
	95,1

	9A
	43
	2
	4,7
	41
	95,3

	9B
	42
	2
	4,8
	40
	95,2


Bảng 1.5: Điều tra về sự hào hứng của học sinh khi học về bất đẳng thức.
	Lớp
	Sĩ số
	Thích
	Không thích

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	5
	13,5
	32
	86,5

	8B
	41
	4
	9,6
	37
	90,4

	9A
	43
	7
	16,3
	36
	83,7

	9B
	42
	5
	11,9
	37
	88,1


Biểu đồ 1.1: Việc học sinh làm tốt các bài toán về bất đẳng thức cụ thể theo biểu đồ sau:
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Biểu đồ 1.2: Sự hứng thú của học sinh khi học về bất đẳng thức.
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Trước vấn đề trên tôi thấy việc học sinh học và sử dụng kiến thức về bất đẳng thức vào việc giải quyết các vến đề trong thực tế còn rất hạn chế. Vì thế việc cần thiết phải hướng dẫn học sinh một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và biết sử dụng kiến thức về bất đẳng thức vào việc giải các bài toán thực tế cũng như những ứng dụng của nó trong thực tế là rất cần thiết. Từ đó tôi có một số giải pháp giúp học sinh nắm bắt tốt hơn về các dạng toán sử
dụng bất đẳng thức, cũng như giúp học sinh yêu thích các bài toán về bất đẳng thức nói riêng và yêu thích môn toán học nói chung. 

II. Các kiến thức cần nhớ.
2.1. Một số khái niệm về bất đẳng thức

Trong toán học, một bất đẳng thức (tiếng anh: lnequality) là một phát biểu về quan hệ thứ tự giữa hai đối tượng. Cụ thể:


- Ký hiệu a < b có nghĩa là a nhỏ hơn b và b lớn hơn a.


- Ký hiệu a > b có nghĩa là a lớn hơn b và b nhỏ hơn a.


Những quan hệ nói trên được gọi là bất đẳng thức nghiêm ngặt; ngoài ra ta còn có:


- Ký hiệu a ≤ b có nghĩa là a nhỏ hơn hoặc bằng b;


- Ký hiệu a ≥ b có nghĩa là a lớn hơn hoặc bằng b.


Người ta còn dùng một ký hiệu khác để chỉ ra rằng một đại lượng lớn hơn rất nhiều so với một đại lượng khác, khi đó được ký hiệu a >> b có nghĩa là a lớn hơn b rất nhiều.


Các ký hiệu a, b ở hai vế của một bất đẳng thức có thể là các biểu thức của các biến. Trong chương trình toán THCS ta chỉ xét các bất đẳng thức với các biến nhận giá trị trên tập số thực.


Nếu một bất đẳng thức đúng với mọi giá trị của tất cả các biến có mặt trong bất đẳng thức, thì bất đẳng thức này được gọi là bất đẳng thức tuyệt đối hay không điều kiện.
Nếu một bất đẳng thức chỉ đúng với một số giá trị nào đó của các biến, với các giá trị khác thì nó bị đổi chiều hay không còn đúng nữa thì nó được goị là một bất đẳng thức có điều kiện. Một bất đẳng thức đúng vẫn còn đúng nếu cả hai vế của nó được thêm vào hoặc bớt đi cùng một giá trị, hay nếu cả hai vế của nó được nhân hay chia với cùng một số dương. Một bất đẳng thức sẽ bị đảo chiều nếu cả hai vế của nó được nhân hay chia bởi một số âm.
Một số bài toán thường gặp trên các bất đẳng thức là
1. Chứng minh bất đẳng thức đúng với trị giá trị của các biến thuộc một tập hợp cho trước, đó là bài toán chứng minh bất đẳng thức.
2. Tìm tập các giá trị của các biến để bất đẳng thức đúng. Đó là bài toán giải bất phương trình.
3. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một biểu thức một hay nhiều biến.
2.2. Một số tính chất cơ bản của bất dẳng thức:
2.2.1. Tính chất bắc cầu

Tính chất bắc cầu của bất đẳng thức được phát biểu như sau:
- Với mọi số thực a, b, c:
+ Nếu a > b và b > c thì a > c
+ Nếu a < b và b < c thì a < c
2.2.2. Tính chất liên quan đến phép cộng và phép trừ
Tính chất liên quan đến phép cộng và phép trừ được phát biểu như sau:
Phép cộng và phép trừ với cùng một số thực bảo toàn quan hệ thứ tự trên tập số thực. Nghĩa là

- Với mọi số thực a, b và c:

+ Nếu a > b thì a + c > b + c và a – c > b – c
+ Nếu a < b thì a + c < b + c và a – c < b – c
2.2.3. Tính chất liên quan đến phép nhân và phép chia
Tính chất liên quan đến phép nhân và phép chia được phát biểu như sau:
Phép nhân (hoặc chia) với một số thực dương bảo toàn quan hệ thứ tự trên tập số thực, phép nhân (hoặc chía)với một số thực âm đảo ngược quan hệ thứ tự trên tập số thực. Cụ thể:

- Với mọi số thực a, b và c:

+ Nếu c là một số dương và a > b thì a × c > b × c và a : c > b : c

+ Nếu c là một số dương và a < b thì a × c < b × c và a : c < b : c

+ Nếu c là một số âm và a > b thì a × c < b × c và a : c < b : c 

+ Nếu c là một số âm và a < b thì a × c > b × c và a : c > b : c
2.2.4. Tính chất lũy thừa

a > b > 0  ( an > bn            
          a > b    (  an > bn  với n lẻ.          
2.2.5. Áp dụng một hàm đơn điệu vào hai vế của một bất đẳng thức
Từ định nghĩa của các hàm đơn điệu (tăng hoặc giảm) ta có thể đưa hai vế của một bất đẳng thức trở thành biến của một hàm đơn điệu tăng nghiêm ngặt mà bất đẳng thức kết quả vẫn đúng. Ngược lại nếu ta áp vào hai vế của một bất đẳng thức dạng hàm đơn điệu giảm nghiêm ngặt thì lúc ấy ta phải đảo chiều bất đẳng thức ban đầu để được bất đẳng thức đúng.
- Điều đó có nghĩa là:
+ Nếu có bất đẳng thức không nghiêm ngặt a ≤ b (hoặc a ≥b) và f(x) là hàm đơn điệu tăng thì f(a) ≤ f(b) (hoặc f(a) ≥ f(b)) (không đảo chiều); f(x) là hàm đơn điệu giảm thì f(a) ≥ f(b) (hoặc f(a) ≤ f(b))(đảo chiều); 

+ Nếu có bất đẳng thức nghiêm ngặt a < b (hoặc a > b) và f(x) là hàm đơn điệu tăng nghiêm ngặt thì f(a) < f(b) (hoặc f(a) > f(b)) (không đảo chiều); f(x) là hàm đơn điệu giảm nghiêm ngặt thì f(a) > f(b) (hoặc f(a) < f(b)) (đảo chiều)

2.2.6. Kiểu ký hiệu ghép nối(Bất đẳng thức kép)
Ký hiệu a<b<c có nghĩa là a < b và b < c và do tính chất bắc cầu ta suy ra a < c. Dễ thấy rằng, cũng bằng các tính chất ở phần trên, chúng ta có thể cộng/trừ cùng một số vào ba số hạng này, hay nhân/chia cả ba số hạng này với cùng một số khác không và tùy vào dấu của số nhân/chia đó mà ta có đảo chiều bất đẳng thức hay không. Nhưng cần thận trọng vì bạn chỉ có thể làm điều đó với cùng một số, tức là a < b + e < c tương đương với a – e < b < c – e.
Tổng quát hơn, kiểu ký hiệu ghép nối này có thể dùng với một số bất kỳ các số hạng: chẳng hạn a1 ≤ a2 ≤…≤ an có nghĩa là ai ≤ ai+1 với i = 1,2,…,n-1. Theo tính chất bắc cầu, điều này tương đương với ai ≤ aj với mọi 1≤ i ≤ j ≤ n.
Đôi khi, kiểu ký hiệu ghép nối được dùng với các bất đẳng thức có chiều ngược nhau, trong trường hợp này phải hiểu đây là việc viết ghép các bất đẳng thức riêng biệt cho hai số hạng kế cận nhau. Cho ví dụ, a < b > c ≤ d
có nghĩa là a < b, b > c và c ≤ d. Thường trong toán học, người ta ít xài kiểu ký hiệu này và trong ngôn ngữ lập trình, chỉ có một ít ngôn ngữ như Python cho phép dùng ký hiệu này.
2.3. Một số bất đẳng thức thông dụng:
2.3.1. Bất đẳng thức Côsi:
       Với 2 số dương a, b ta có: 
[image: image3.wmf] 
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ab

ab

+

³

         

                 Dấu đẳng thức xảy ra khi: a = b 

2.3.2. Bất đẳng thức Bunhiacôpxki: 

                 Với mọi số a ; b; x ; y ta có : ( ax + by )2 
[image: image5.wmf]£

 (a2 + b2)(x2 + y2)

                Dấu đẳng thức xảy ra  ( 
[image: image6.wmf]ab
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2.3.3. Bất đẳng thức giá trị tuyệt đối: 
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                 Dấu đẳng thức xảy ra khi: ab 
[image: image9.wmf]³

 0

Để giúp học sinh nắm tốt các bất đẳng thức cơ bản, chứng minh bất đẳng thức cũng như việc giúp học sinh yêu thích việc học về bất đẳng thức. Tôi đưa ra một số phương pháp chứng minh đặc trưng bất đẳng thức cụ thể như sau:
III. Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức.

3.1. Phương pháp 1: Dùng định nghĩa 

- Kiến thức: Để chứng minh  A > B, ta chứng minh  A - B  > 0.

- Lưu ý: A2 
[image: image10.wmf]³

 0 với mọi A ;  dấu '' = '' xảy ra khi A = 0.

Bài 3.1.1  Với mọi số: x, y, z chứng minh rằng: 

x2 + y2 + z2  + 3 
[image: image11.wmf]³

 2(x + y + z)

Giải

  Ta xét hiệu: H = x2 + y2 + z2 +3 - 2(x + y + z)

                           = x2 + y2 + z2 +3 - 2x - 2y - 2z 

                           = (x2 - 2x + 1) + (y2 - 2y + 1) + (z2 - 2z + 1)

                           = (x - 1)2 + (y - 1)2 + (z - 1)2

  Do  (x - 1)2  
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 0 với mọi x
         (z - 1)2  
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 0 với mọi z

 
( H 
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 0 với mọi x, y, z  

         Hay  x2 + y2 + z2  +3 
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 2(x + y + z) với mọi x, y, z.

         Dấu “=” xảy ra  ( x = y = z = 1.

Bài 3.1.2 Cho a, b, c, d, e là các số thực:


Chứng minh rằng: a2 + b2 + c2 + d2 + e2 
[image: image16.wmf]³

 a(b + c + d + e)

Giải

  Xét hiệu: H = a2 + b2 + c2 + d2 + e2 - a(b + c + d + e)


            = (
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         Do (
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 0 với mọi a, b 

         Do(
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 0 với mọi a, c 

         Do (
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 0 với mọi a, d

         Do (
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 0 với mọi a, e

         (  H 
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 0  với mọi a, b, c, d, e 

         Dấu '' = '' xảy ra  <=>  b = c = d = e = 
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Bài 3.1.3   Chứng minh bất đẳng thức:
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  Xét hiệu: H = 
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. Với mọi a, b.

  Dấu '' = '' xảy ra khi  a = b.

Bài 3.1.4   ( x, y, z chứng minh rằng:
               a) x
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 + y
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 + z
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  xy + yz + zx

               b) x
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 + y
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 + z
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 2 (x + y + z)

Giải:

a) Ta xét hiệu    x
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 + z
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đúng với mọi x; y; z 
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Vì (x - y)2 
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 0  với( x; y Dấu bằng xảy ra khi x = y

     (x - z)2 
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 0  với( x; z Dấu bằng xảy ra khi x = z

     (y - z)2 
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 0  với( z; y Dấu bằng xảy ra khi z = y

Vậy x
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  xy + yz + zx

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z

b)Ta xét hiệu  x
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 đúng với mọi x; y; z 
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Vậy x
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 2xy – 2xz + 2yz   đúng với mọi x; y; z 
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Dấu bằng xảy ra khi x + y = z

c) Ta xét hiệu  x
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                       = x
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Dấu “ = “ xảy ra ( x = y = z = 1

Bài 3.1.5  chứng minh rằng:

a)  
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c)  Hãy tổng quát bài toán

Giải

a)  Ta xét hiệu     
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Dấu “ = “ xảy ra ( a = b.

b) Ta xét hiệu
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     Vậy
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Dấu “ = “ xảy ra ( a = b = c

c)Tổng quát  
[image: image99.wmf]2

222

........

1212

aaaaaa

nn

nn

æö

ç÷

ç÷

èø

++++++

³


Dấu “=” xảy ra ( a1 = a2 = …= an
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Bài 3.1.6    Chứng minh (m, n, p, q ta đều có 

                    m
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+ n
[image: image101.wmf]2

+ p
[image: image102.wmf]2

+ q
[image: image103.wmf]2

+1( m(n + p + q + 1)

Giải


[image: image104.wmf]2222

222

10

4444

mmmm

mnnmppmqqm

æöæöæöæö

ç÷ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

Û-++-++-++-+³



[image: image105.wmf]2222

10

2222

mmmm

npq

æöæöæöæö

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

Û-+-+-+-³

 (luôn đúng)

Dấu “=” xảy ra khi  
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3.2. Phương pháp 2: Dùng phép biến đổi tương đương.


- Kiến thức: Biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh là đúng.


- Một số bất đẳng thức thường dùng: 

                (A + B)2 = A2 + 2AB + B2
                (A - B)2 = A2 - 2AB + B2
                (A + B + C)2 = A2 + B2 + C2 + 2AB + 2AC + 2BC

                (A + B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3
                (A - B)3 = A3 - 3A2B + 3AB2 - B3
Bài 3.2.1 Cho a, b là hai số dương có tổng bằng 1. 

Chứng minh rằng:  
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Dùng phép biến đổi tương đương ;


Vì a, b > 0 nên 
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Bài 3.2.2 Cho a, b, c là các số dương thoả mãn: a + b + c = 4 

           Chứng minh rằng: (a + b)(b + c)(c + a) 
[image: image119.wmf]³

 a3b3c3 

Giải

 
Từ: (a + b)2 
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 4ab, (a + b + c)2 = 
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            ( a + b 
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          Tương tự: b + c 
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         Từ (1), (2) và (3)  ( (a + b)(b + c)(c + a) 
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Bài 3.2.3 Chứng minh bất đẳng thức: 
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Giải


Dùng phép biến đổi tương đương: Với a > 0 ; b > 0 => a + b > 0
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng; suy ra: 
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Bài 3.2.4  Cho 2 số a, b thoả mãn a + b = 1. 

Chứng minh rằng  a3 + b3 + ab 
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  Ta có: a3 + b3 + ab 
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   ( (a + b)(a2 - ab + b2) + ab - 
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 0 (đúng ( a)

Vậy  a3 + b3 + ab 
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Dấu '' = '' xảy ra khi a = b = 
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Bài 3.2.5  Chứng minh bất đẳng thức: 
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               Trong đó: a > 0, b > 0.
Giải

Với  a > 0, b > 0   ( a + b > 0 

Ta có: 
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          ( 3(a2 - 2ab + b2 ) 
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Dấu '' = '' xảy ra khi a = b.
Bài 3.2.6 Với  a > 0, b > 0. Chứng minh bất đẳng thức:
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Dùng phép biến đổi tương đương:
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Bài 3.2.7  Cho a, b, c, d, e là các số thực chứng minh rằng

               a) 
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        Dấu “=” xảy ra ( 2a = b
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           Vậy 
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         Dấu “=” xảy ra ( a = b = 1

c) Ta có 
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             Bất đẳng thức (**) đúng vậy ta có điều phải chứng minh

Bài 3.2.8   Chứng minh rằng: 
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Vậy ta có điều phải chứng minh 

Bài 3.2.9  cho x.y = 1 và x > y. Chứng minh  
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Ta có 
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  vì x > y  nên  x - y > 0 
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 0  vì x.y = 1  nên 2.x.y = 2
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 0. Điều này luôn luôn đúng. Vậy ta có điều phải chứng minh

Bài 3.2.10

           1) Chứng minh  P(x, y)= 
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           2) Chứng minh  
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 (gợi ý: bình phương 2 vế) 

           3) Cho ba số thực khác không x, y, z thỏa mãn:
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    Chứng minh rằng: Có đúng một trong ba số x, y, z lớn hơn 1

                            (đề thi Lam Sơn 96-97)

Giải

Xét (x - 1)(y - 1)(z - 1) = xyz + (xy + yz + zx) + x + y + z – 1

= (xyz - 1) + (x + y + z) - xyz(
[image: image237.wmf]111
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2 trong 3 số x - 1, y - 1, z - 1 âm hoặc cả ba sỗ -1, y - 1, z - 1 là dương.

           Nếu trường hợp sau xảy ra thì x, y, z >1 
[image: image241.wmf]®

 x.y.z > 1 Mâu thuẫn (gt)  x.y.z = 1 bắt buộc phải xảy ra trường hợp trên tức là có đúng 1 trong ba số x, y, z là số lớn hơn 1.

3.3. Phương pháp 3: Dùng bất đẳng thức quen thuộc.


- Kiến thức: Dùng các bất đẳng thức quen thuộc như: Côsi, Bunhiacôpxki, bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối để biến đổi và chứng minh.

Bài 3.3.1 Cho a, b, c là ba cạnh của một tam giác, chứng minh rằng:
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Giải

Áp dụng Bất đẳng thức Côsi cho ba số dương a, b, c, ta có: 
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Tương tự ta thu được:  
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Vậy  
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Bài 3.3.2   Cho x, y là 2 số thực thoả mãn:  x2 + y2 = 
[image: image249.wmf]22

11

xyyx

-+-


   
Chứng minh rằng: (3x + 4y( 
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 5

Giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki ta có: 

        (x2 + y2)2 = (
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         ( x2 + y2 
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         Ta lại có: (3x + 4y)2 
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          Từ (1) và (2)  ( (3x + 4y)2 
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Dấu “=” xảy ra ( 
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Vậy ( x, y thoả mãn x2 + y2 = 
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Bài 3.3.3  Cho a, b, c 
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 0 ; a + b + c = 1. Chứng minh rằng:


 a, 
[image: image263.wmf]6

abbcca

+++++£



 b, 
[image: image264.wmf]1113,5

abc

+++++<


Giải

 a, Áp dụng bất dẳng thức Bunhiacôpxki với 2 bộ 3 số ta có:
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Theo bài ra ta có a + b + c = 1 (2)

Từ (1) và (2) ( 
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    Dấu '' = '' xảy ra khi: a = b = c = 
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  b, Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương a + 1 và 1, ta có: 
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  Tương tự: 
[image: image271.wmf]11

2

b

b

+£+

 (2)

                   
[image: image272.wmf]11

2

c

c

+£+

 (3)

   Cộng từng vế của 3 bất đẳng thức trên ta được:
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  Dấu “=” xảy ra khi a = b = c = 0 trái với giả thiết: a + b + c = 1 

Vậy: 
[image: image274.wmf]1113,5

abc

+++++<


Bài 3.3.4 Cho các số dương a, b, c  thoả mãn: a + b + c = 1.


 Chứng minh rằng: 
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Ta có 


[image: image276.wmf](

)

111

111

aabbcc

abc

abcbcacab

æö

++++=++++++++

ç÷

èø



[image: image277.wmf]3  (1)

abacbc

bacacb

æöæöæö

=++++++

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương 
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Chứng minh tương tự ta có: 
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Từ (1), (2), (3) và (4) ( 
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Dấu “=” xảy ra ( a = b = c

Mặt khác ta có a + b + c = 1, nên từ (5) ( 
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Dấu “=” xảy ra ( a = b = c = 
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Bài  3.3.5    Cho x, y > 0. Chứng minh rằng: 
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Giải

    Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương x, y ta có: 
[image: image286.wmf]2

xyxy

+³

 

                          
[image: image287.wmf]11

xy

+

  
[image: image288.wmf]³

 
[image: image289.wmf]2

xy

 ( (x + y)( 
[image: image290.wmf]11

xy

+

) 
[image: image291.wmf]³

 4 ( 
[image: image292.wmf]11

xy

+

 
[image: image293.wmf]³

 
[image: image294.wmf]4

xy

+


Bài 3.3.6  Cho a, b,c là các số không âm chứng minh rằng 
               
[image: image295.wmf]                 (a + b)(b + c)(c + a) 
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        Dùng bất đẳng thức phụ: 
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(a + b)(b + c)(c + a) 
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 8abc              

        Dấu “=” xảy ra khi a = b = c

Bài 3.3.7    Cho a > b > c > 0   và 
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Chứng minh rằng 
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Giải

Do a, b, c đối xứng, giả sử a 
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Áp dụng Bất đẳng thức  Trê- bư-sép ta có
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       Vậy 
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Dấu “=” xảy ra ( a = b = c = 
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Bài 3.3.8   Cho a, b, c, d > 0 và abcd = 1. Chứng minh rằng:
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Giải

Ta có   
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Do abcd =1 nên cd =
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                                          Mặt khác:   
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             =
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     Vậy 
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Bài 3.3.9    Cho 4 số a, b, c, d bất kỳ chứng minh rằng:
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Giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski

        tacó ac + bd 
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Bài 3.3.10   Chứng minh rằng  
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Giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopski

Xét cặp số (1, 1, 1) và (a, b, c)  ta có 
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Dấu “=”  xảy ra khi a = b = c

3.4. Phương pháp 4: Dùng các tính chất của bất đẳng thức: 


- Kiến thức: Dùng các tính chất đã được học để vận dụng vào giải các bài tập 

Bài 3.4.1  Cho  2 số x, y thoả mãn điều kiện: x + y = 2. 

Chứng minh rằng: x4 + y4 
[image: image342.wmf]³

 2

Giải

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương x2, y2 ta có  x4 + y4 
[image: image343.wmf]³

 2x2y2
                                                                        ( 2(x4 + y4) 
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 (x2 + y2)2  (1)

Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai x, y ta có  x2 + y2 
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                                  ( 2(x2 + y2 ) 
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 4  Vì: x + y = 2 

                                  (  x2 + y2 
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   ( (x2 + y2)2 ( 4  (2)

   Từ (1) và (2) ta có:  2(x4 + y4 ) 
[image: image349.wmf]³

 4




    ( x4 + y4 ( 2

   Dấu '' = '' xảy ra khi x = y = 1.

Bài 3.4.2    Cho 0 < a, b, c, d < 1. Chứng minh rằng: 

(1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1- a - b - c - d

Giải

      Ta có: (1 - a)(1 - b) = 1 - a - b + ab

      Do a, b > 0 nên ab > 0  ( (1 - a)(1 - b) > 1 - a - b

      Do 0 < c < 1 nên 1 - c > 0   ( (1 - a)(1 - b)(1 - c) > (1 - a - b)(1 - c) 

                                                  ( (1 - a)(1 - b)(1 - c) > 1 - a - b - c + ac + bc

      Do 0 <  a, b, c, d < 1 nên 1 - d > 0; ac + bc > 0; ad + bd + cd > 0 

   ( (1 - a)(1 - b)(1 - c) > 1 - a - b - c 

   ( (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > (1 - a - b - c)(1 - d)

   ( (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1 - a - b - c - d + ad + bd + cd

   ( (1 - a)(1 - b)(1 - c)(1 - d) > 1 - a - b - c - d.

Bài 3.4.3   Cho 0 < a, b, c < 1. Chứng minh rằng:

2a3 + 2b3 + 2c3 < 3 + a2b + b2c + c2a

Giải

    Do 0 < a, b < 1  => a3 < a2 < a < 1 ; b3 < b2 < b < 1 ; ta có: 

    (1 - a2)(1 - b) > 0  (  1 + a2b > a2 + b 

                              ( 1 + a2b > a3 + b3 hay a3 + b3 < 1 + a2b (1)

    Tương tự: b3 + c3 < 1 + b2c  (2)

 c3 + a3 < 1 + c2a  (3)

Cộng vế với vế (1), (2) và (3) ta được: 2a3 + 2b3 + 2c3 < 3 + a2b + b2c + c2a 

Bài 3.4.4  Cho a, b, c, d > 0 thỏa mãn  a > c + d, b > c + d

            Chứng minh rằng ab > ad + bc

Giải

            Tacó 
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   (a - c)(b - d) > cd
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   ab – ad – bc + cd > cd
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   ab > ad + bc                 (điều phải chứng minh)

Bài 3.4.5 Cho a, b, c > 0   thỏa mãn 
[image: image356.wmf]222

5

3

abc

++=


               Chứng minh   
[image: image357.wmf]1111
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Giải

Ta có:(a + b - c)2 =  a2 + b2 + c2 + 2(ab –ac – bc) > 0  

     
[image: image358.wmf]Þ

 ac + bc - ab <
[image: image359.wmf]1
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 ac + bc - ab  
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< 1  Chia hai vế cho abc > 0   ta có  
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Bài 3.4.6 Cho 0 < a, b, c, d < 1  

Chứng minh rằng (1- a)(1- b)(1- c)(1- d) > 1- a – b – c - d

Giải

   Ta có (1- a)(1- b) = 1- a – b + ab

    Do a > 0, b > 0  nên ab > 0

     
[image: image364.wmf]Þ

  (1- a)(1- b) > 1- a - b      (1)

     Do c < 1 nên 1- c  > 0 ta có 

     
[image: image365.wmf]Þ

 (1- a)(1- b)(1- c)  > 1- a – b - c
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 (1- a)(1- b)(1- c)(1- d) > (1- a – b - c)(1- d)


=1- a – b – c – d + ad + bd + cd
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 (1- a)(1- b)(1- c)(1- d) > 1- a – b – c – d (Điều phải chứng minh)

Bài 3.4.7   Cho 0 < a, b, c < 1  

Chứng minh rằng  
[image: image368.wmf]333222

2223

abcabbcca

++<+++


Giải

    Do a < 1 
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   Ta có 
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  1- b - 
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  1+
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 > 
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  mà 0 < a, b < 1  
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 > 
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Từ (1) và (2)  
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  Vậy    
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  Tương tự 
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 Cộng các bất đẳng thức ta có: 
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Bài 3.4.8  Chứng minh rằng: 

Nếu 
[image: image400.wmf]2222

1998

abcd
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 thì (ac + bd (=1998

                                  (Chuyên Anh – 98 – 99)

Giải

Ta có (ac + bd)
[image: image401.wmf]2

 + (ad – bc )2 

= a2c2 + 
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= a2(c2 + d2) + b2(c2 + d2) = (c2 + d2)(a2 + b2) = 19982
Trong đó (ac+bd)2  
[image: image405.wmf]£
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3.5. Phương pháp 5: Dùng bất đẳng thức về 3 cạnh của tam giác. 

     a, b, c, là độ dài ba cạnh của tam giác ta có:   b – c < a < b + c   (1)

                                                                              a – c < b < a + c   (2)

                                                                              a – b < c < a + b    (3)

Bài 3.5.1 Cho tam giác ABC có chu vi   2p = a + b + c  (a, b, c là độ dài các cạnh của tam giác ). Chứng minh rằng:  
[image: image409.wmf]111

2

papbpc

++³

---



EMBED Equation.DSMT4[image: image410.wmf]111

()

abc

++


Giải

Ta có: p - a = 
[image: image411.wmf]0
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Tương tự: p - b > 0;   p - c > 0; 

Áp dụng kết quả (Bài 3.3.5) ta được:  
[image: image412.wmf]1144
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Tương tự: 
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pbpca

+³

--

 (2)

                   
[image: image414.wmf]114

papcb

+³

--

 (3)

Cộng vế với vế của (1), (2), (3) ta được: 
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    Dấu '' = '' xảy ra khi: p - a = p - b = p - c ( a = b = c.

    Khi đó tam giác ABC là tam giác đều.

Bài 3.5.2   Cho a, b, c, là độ dài ba cạnh của một tam giác. 

Chứng minh rằng: (a + b - c)(b + c - a)(c + a - b) 
[image: image418.wmf]£

 abc

Giải

Từ bất đẳng thức ta giác ta có: 
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Nhân vế với vế của (1), (2) và (3) ta được:
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((a + b - c)(a – b + c)(b – c + a)(b + c - a)(c – a + b)(c + a - b)( 
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Vì a, b, c, là ba cạnh của một tam giác nên 

      a + b – c > 0

      b + c – a > 0

      c + a – b > 0    và abc > 0

 (4) 
[image: image427.wmf]Û

(a + b - c)(b + c - a)(c + a - b) 
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 abc

Vậy với a, b, c là ba cạnh của một tam giác ta luôn có:

(a + b - c)(b + c - a)(c + a - b) 
[image: image429.wmf]£

 abc

Bài 3.5.3  Cho a, b, c là số đo ba cạnh của tam giác chứng minh rằng: 

                         a)  a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ac)

                         b)  abc > (a + b - c).(b + c - a).(c + a - b)

                                                       Giải

a)Vì a, b, c là số đo 3 cạnh của một tam giác nên ta có
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 Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ac)

b) Ta có    a > ( b - c(     ( 
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       Nhân vế các bất đẳng thức ta được
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3.6. Phương pháp 6: Chứng minh phản chứng.

- Kiến thức: Giả sử phải chứng minh bất đẳng thức nào đó đúng, ta hãy giả sử bất dẳng thức đó sai, sau đó vận dụng các kiến thức đã biết và giả thiết của đề bài để suy ra điều vô lý.


 Điều vô lý có thể là trái với giả thiết, hoặc là những điều trái nhược nhau, từ đó suy ra đẳng thức cần chứng minh là đúng.


Một số hình thức chứng minh bất đẳng thức:


  + Dùng mệnh đề đảo 


  + Phủ định rồi suy ra điều trái với giả thiết.


  + Phủ định rồi suy ra trái với điều đúng.


  + Phủ định rồi suy ra hai điều trái ngược nhau.


  + Phủ định rồi suy ra kết luận.

Bài 3.6.1 Cho 0 < a, b, c, d < 1. Chứng minh rằng; ít nhất có một bất đẳng thức sau là sai:      2a(1 - b) > 1

                              3b(1 - c) > 2

                              8c(1 - d) > 1

                              32d(1 - a) > 3

Giải

Giả sử ngược lại cả bốn đẳng thức đều đúng. Nhân từng về của các bất đẳng thức ta có: 2.3.8.32a(1 - b)b(1 - c)c(1 - d)d(1 - a) > 2.3

  
( 
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Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số a và 1 – a ta được:
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Tương tự: b(1 - b)  
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                  c(1 - c)  
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                  d(1 - d)   
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Nhân vế với vế của các bất đẳng thức (1), (2), (3), (4) ta được:
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   (b)

Từ (a) và (b) suy ra vô lý.

Điều vô lý đó chứng tỏ ít nhất một trong 4 bất đẳng thức cho trong đầu bài là sai.

Bài 3.6.2  ( Phủ định rồi suy ra hai điều trái ngược nhau ) 

Chứng minh rằng không có 3 số dương a, b, c nào thoả mãn cả ba bất đẳng thức sau:  
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Giải

Giả sử tồn tại 3 số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức: 
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Cộng theo từng vế của 3 bất đẳng thức trên ta được: 
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    (a)

áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương a và 
[image: image455.wmf]1
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 ta có: 
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Tương tự ta có: 
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Nhân vế với vế (1), (2) và (3) ta được: 
[image: image459.wmf]111
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 (b)

Ta thấy (b) mâu thuẫn với (a). Vậy không tồn tại 3 số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức nói trên.  

Bài 3.6.3 Chứng minh rằng không có các số dương a, b, c thoả mãn cả 3 bất đẳng thức sau: 

 
 4a(1 - b) > 1 ; 4b(1 - c) > 1 ;  4c(1 - a ) > 1.

Hướng dẫn: Tương tự như bài 2: 

Bài 3.6.4 ( Phủ định rồi suy ra trái với điều đúng )

  
Cho a3 + b3 = 2. Chứng minh rằng: a + b 
[image: image460.wmf]£

 2.

Giải

           Giả sử : a + b > 2 ( (a + b )3 > 8 

                                         ( a3 + b3 + 3ab(a + b) > 8 

                                         ( 2 + 3ab(a + b) > 8   ( Vì: a3 + b3 = 2 ) 

                                         ( ab(a + b) > 2 

                                         ( ab(a + b) > a3 + b3   ( Vì: a3 + b3 = 2 ) 

    Chia cả hai vế cho số dương a + b ta được: 

            ab > a2 - ab + b2  (  0 > (a - b)2   (Vô lý)

            Suy ra giả sử là sai. Vậy: a + b 
[image: image461.wmf]£

 2      
Bài 3.6.5 Cho ba số a,b,c thỏa mãn  a + b + c > 0, ab + bc + ac > 0, abc > 0

         Chứng minh rằng a > 0, b > 0, c > 0

Giải

         Giả sử a 
[image: image462.wmf]£

 0 thì từ abc > 0 
[image: image463.wmf]Þ

 a
[image: image464.wmf]¹

 0 do đó a < 0

         Mà abc > 0 và a < 0 
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 bc < 0 ( - bc > 0

         Từ ab + bc + ca > 0 
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 a(b + c) > - bc > 0

         Vì a < 0 mà a(b + c)  > 0  
[image: image467.wmf]Þ

 b + c < 0

              a < 0 và b + c < 0  
[image: image468.wmf]Þ

 a + b +c < 0 trái giả thiết a + b + c > 0

         Vậy a > 0 tương tự ta có b > 0, c > 0

Bài 3.6.6  Cho 4 số a, b, c, d thỏa mãn điều kiện ac 
[image: image469.wmf]³

 2.(b + d). 

Chứng minh rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau là sai:  
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Giải

Giả sử 2 bất đẳng thức: 
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[image: image473.wmf]2

4

cd

<

  đều đúng khi đó cộng các vế
ta được:  
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Theo giả thiết ta có 4(b+d) 
[image: image475.wmf]£

 2ac    (2)

Từ (1) và (2)  
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    (vô lý)


Vậy trong 2 bất đẳng thức 
[image: image479.wmf]2
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[image: image480.wmf]2

4

cd

<

 có ít nhất một các bất đẳng thức sai
Bài 3. 6. 7  Cho  x, y, z > 0 và xyz = 1. Chứng minh rằng 

           Nếu x + y + z > 
[image: image481.wmf]111

xyz
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  thì có một trong ba số này lớn hơn 1

Giải

          Ta có (x - 1).(y - 1).(z - 1) = xyz – xy - yz + x + y + z – 1

      
=x + y + z – (
[image: image482.wmf]111
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)   vì xyz = 1

theo  giả thiết  x + y + z > 
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nên (x - 1).(y - 1).(z - 1) > 0

          Trong ba số x - 1, y - 1, z - 1  chỉ có một số dương

          Thật vậy nếu cả ba số dương thì x, y, z > 1 
[image: image484.wmf]Þ

 xyz > 1 (trái giả thiết)

          Còn nếu 2 trong 3 số đó dương thì (x - 1).(y - 1).(z - 1) < 0  (vô lý)

          Vậy có một và chỉ một trong ba số x, y, z lớn hơn 1

3.7.  Phương pháp 7: Đổi biến số 


- Kiến thức: Thực hiện phương pháp đổi biến số nhằm đưa bài toán đã cho về dạng đơn giản hơn, gọn hơn, dạng những bài toán đã biết cách giải...                     

Bài 3.7.1 Chứng minh rằng: Nếu a, b, c > 0  thì:   
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Giải

 Đặt: b + c = x, c + a = y, a + b = z 

   ( a + b + c = 
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 Khi đó:   VT = 
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Vậy ( a, b, c > 0  thì:   
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Bài 3.7.2 Chứng minh rằng; với mọi số thực x, y ta có bất đẳng thức: 
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Giải
Đặt: a = 
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        và  b = 
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( ab = 
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( a, b ta có:   - 
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Mà: (a - b)2 = 
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( (a – b)2 = 
[image: image503.wmf]2

2

1

2

1

x

éù

êú

êú

ëû

-

+

 (2)

Tương tự ta tính được: (a + b)2 = 
[image: image504.wmf]2

2

1

2

1

y

éù

êú

êú

ëû

-

+

 (3)

Từ (1), (2) và (3) ( - 
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Bài 3.7.3  Cho a, b, c > 0 ; a + b + c 
[image: image510.wmf]£

 1. Chứng minh rằng: 
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Đặt: a2 + 2bc  = x ;  b2 + 2ca = y ; c2 + 2ab = z 

          Khi đó: x + y + z = a2 + 2bc + b2 + 2ca + c2 + 2ab 

                                       = (a + b + c)2 
[image: image512.wmf]£

 1


Bài toán trở thành: Cho x, y, z > 0, x + y + z  
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          Chứng minh rằng: 
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Ta chứng minh được: (x + y + z)( 
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Mà: x + y + z 
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 1 nên suy ra      
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Bài 3.7.4 Cho x
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Chứng minh rằng
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Gợi ý:  Đặt 
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2u - v = 1 và S = x + y = 
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v = 2u - 1  thay vào tính S min

3.8. Phương pháp 8: Dùng phép quy nạp toán học.


- Kiến thức: Để chứng minh một bất đẳng thức đúng với n > 1 bằng phương pháp quy nạp toán học, ta tiến hành: 


+ Kiểm tra bất đẳng thức đúng với n = 1 (n = n0)


+ Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 1 (k > n0)


+ Chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1 


+ Kết luận bất đẳng thức đúng với n > 1 (n > n0) 

Bài 3.8.1 Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n 
[image: image527.wmf]³

 3 thì 

2n > 2n + 1   (*)

Giải

    + Với n = 3, ta có: 2n = 23 = 8 ; 2n + 1 = 2.3 + 1 = 7 ; 8 > 7. Vậy đẳng thức (*) đúng với n = 3.

    + Giả sử (*) đúng với n = k (k 
[image: image528.wmf]Î
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 3), tức là: 2k > 2k + 1 

     ta phải chứng minh: 2k+1 > 2(k + 1) + 1 

     hay: 2k+1 > 2k + 3  (**) 

    + Thật vậy: 2k+1 = 2.2k, mà 2k  > 2k + 1 ( theo giả thiết quy nạp ) 

do đó: 2k +1 > 2(2k + 1) = (2k + 3) +(2k - 1) > 2k + 3  ( Vì: 2k - 1 > 0) 

    Vậy (**) đúng với mọi k 
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 3.

    + Kết luận: 2n > 2n + 1 với mọi số nguyên dương n 
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Bài 3.8.2  Chứng minh rằng: 
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  + Với n = 1, ta có: VT = VP = 
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  + Giả sử (*) đúng với n = k 
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 Ta cần chứng minh (*) đúng với n = k + 1, tức là: 
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  do đó chỉ cần chứng minh: 
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  dùng phép biến đổi tương đương, ta có: 

       (2k + 1)2(3k + 4) 
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 0.  ( (**) đúng với mọi k 
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 Vậy (*) dúng với mọi số nguyên dương n.

Bài 3.8.3 Chứng minh rằng 
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      Với n =2 ta có 
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     Theo giả thiết quy nạp 
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k2 + 2k < k2 + 2k + 1 Điều này đúng.

Vậy bất đẳng thức (1) được chứng minh

Bài 3.8.4  Cho 
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Î
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Ta thấy bất đẳng thức (1) đúng với n =1

Giả sử bất đẳng thức (1) đúng với n = k ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1

Thật vậy với n = k + 1 ta có 

                (1) 
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  Ta chứng minh  (3)

       (+) Giả sử  a 
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       (+) Giả sử a < b và theo giả thiết  - a < b  
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      Vậy bất đẳng thức (3) luôn đúng ta có  (đpcm)

3.9.  Phương pháp 9: Chứng minh bất đẳng thức trong hình học phẳng 

Bài 3.9.1 Cho tam giác nhọn ABC có ba đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Chứng minh rằng 
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Để là bài toán này, học sinh phải làm tốt các công việc sau:


+ Biết cách chứng minh bài toán phụ:


Chứng minh 
[image: image607.wmf](
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+ Biết cách sử dụng linh hoạt công thức tính diện tích tam giác.


Thật vậy:

Ta có 
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Áp dụng bất đẳng thức côsi cho hai số dương 
[image: image609.wmf],
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Chứng minh tương tự ta có: 
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Từ (1), (2), (3) và (4) ( 
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Dấu “=” xảy ra ( a = b = c

Áp dụng vào hình học ta được: 
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Trong đó:
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Từ (5) và (6) ( 
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Dấu “=” xảy ra ( (ABC là tam giác đều.
Bài 3.9.2 Chứng minh rằng trong một tam giác nhọn thì tổng các trung tuyến của nó lớn hơn 4lần bán kính đường tròn ngoại tiếp 
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Giải

Gọi ma, mb, mc là độ dài ba đường trung tuyến và R là bán  kính đường tròn ngoại tiếp 
[image: image619.wmf]D

ABC, ta phải chứng minh  ma + mb + mc > 4R 

Vì 
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 ABC là một tam giác nhọn  nên tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác nằm trong tam giác ABCnếu G là trọng tâm tam giác ABC thì tâm 0 nằm ở một trong ba tam giác tam giác GAB, tam giác GAC,tam giác GBC. Giả sử tâm 0

 nằm trong tam giác GAB thì OA + OB = 2R và GA + GB > 2R  mà GA=
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 ma + mb > 3R 

Mà trong ( OCC1 có CC1 > OC 
[image: image628.wmf]Þ

 mc > R 

Do đó ma + mb + mc > 3R + R = 4R.

Vậy ma + mb + mc > 4R  

Bài 3.9.3 Một đường tròn tiếp xúc với  hai cạnh của một tam giác vuông đỉnh A tại hai điểm B và C, kẻ một tiếp tuyến với đường tròn cắt các cạnh AB và AC tại M và N. Chứng minh rằng 
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[image: image631.emf]B

C

l

0

A

M

N


Gọi I là tiếp điểm của tiếp tuyến MN với đường tròn tâm O tính chất tiếp tuyên cho ta    MB = MI, NC = NI

Từ đó MN = MB + NC  nhưng tam giác vuông AMN thì 

           MN < AM + AN 

Nên 2MN < AM + AN + BM + CN =AB + AC 
[image: image632.wmf]Þ

MN < 
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Ngoài ra trong tam giác vuông AMN ta cũng có cạnh huyền MN > AM và MN > AN 
[image: image634.wmf]Þ

2MN > AM + AN   Vì MN = BC + CN 

Nên 3MN > AM + AN + BM + CN  

Do đó 3MN > AB + AC 
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Bài 3.9.4 Cho đường tròn tâm O, đường kính BC. A là một điểm nằm trên đường tròn, kẻ AH ( BC tại H. Vẽ đường tròn (O1) đường kính BH cắt AB tại E; vẽ đường tròn (O2) đường kính HC cắt AC tại F. Tìm vị trí của A trên (O) để diện tích tứ giác AEHF lớn nhất.

Giải
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Gợi ý: - Chứng minh tứ giác AEHF là hình chữ nhật.


 - Xây dựng công thác tính diện tích tứ giác AEHF.


 - Sử dụng bất đẳng thức Côsi để tìm giá trị lớn nhất của diện tích tứ giác AEHF.

Bài làm

Ta có 
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( Tứ giác AEHF là hình chứ nhật

( S(AEHF = AE.EH ≤ 
[image: image649.wmf]22
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(Bất đẳng thức Cô si) mà AE2 + EH2 = AH2
( S(AEHF ≤ 
[image: image650.wmf]222

222

AHAOR

£=


Dấu “=” xảy ra ( AE = EH 

                          ( Tứ giác AEHF là hình vuông



     ( AH là tia phân giác của góc 
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     ( ( ABC vuông cân tại A



     ( AB = AC ( 
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 ( A là điểm chính giữa của cung 
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Vậy khi A là điểm chính giữa của cung 
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 thì SAEHF đạt giá trị lớn nhất bằng R2/2.

Ngoài ra còn có một số phương pháp khác để chứng minh bất đẳng thức như: Phương pháp làm trội, tam thức bậc hai... ta phải căn cứ vào đặc thù của mỗi bài toán mà sử dụng phương pháp cho phù hợp. Trong phạm vi nhỏ của đề tài này không hệ thống ra những phương pháp đó.

3.10. Phương pháp 10: Dùng tam thức bậc hai

Lưu ý:
         Cho tam thức bậc hai 
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Bài 3.10.1  

Chứng minh rằng  
[image: image669.wmf](
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Giải

      Ta có  (1) 
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    Vậy  
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Bài 3.10.2 Chứng minh rằng:
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Giải

Ta có 
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  Ta có  
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 Vì a = 
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IV. Một số ứng dụng của bất đẳng thức. 

4.1. Ứng dụng tìm cực trị.


- Kiến thức: Nếu f(x)  
[image: image682.wmf]³

 m thì f(x) có giá trị nhỏ nhất là m.


                     Nếu f(x)  
[image: image683.wmf]£

 M thì f(x) có giá trị lớn nhất là M.

Ta thường hay áp dụng các bất đẳng thức thông dụng như: Côsi, Bunhiacôpxki, bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối, điều kiện về nghiệm của phương trình bậc hai để đặt vấn đề cho bài toán cực trị đại số.
Kiểm tra trường hợp xảy ra dấu đẳng thức để tìm cực trị.

Tìm cực trị của một biểu thức có dạng là đa thức, ta hay sử dụng phương pháp biến đổi tương đương, đổi biến số, một số bất đẳng thức...

Tìm cực trị của một biểu thức có chứa dấu giá trị tuyệt đối, ta vận dụng các bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối 

           Chú ý:            
[image: image684.wmf]B
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            Xảy ra dấu '' = '' khi AB  
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Bài 4.1.1 Cho x ≥ 0, y ≥ 0 thỏa mãn x + y = 1. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức A = x2 + y2
Giải

+ Tìm giá trị nhỏ nhất:

Ta có 
[image: image687.wmf](

)

(

)

2222

2

22

11

()1

222

xy

xy

Axy

++

+

=+=³=

 (Áp dụng bất đẳng thức Bunhiakosky)

Dấu “=” xảy ra ( 
[image: image688.wmf]11
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( x = y mà x + y = 1 ( 
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Vậy MinA = 
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+ Tìm giá trị lớn nhất: Ta có A = x2 + y2 
( A + 2xy = x2 + 2xy + y2
( A + 2xy = (x + y)2
( A + 2xy = 1

( 2xy = 1 – A 

Trong đó x ≥ 0, y ≥ 0 ( xy ≥ 0 ( 1 – A ≥ 0

( A ≤ 1

Dấu “=” xảy ra ( xy = 0 mà x + y = 1 ( 
[image: image692.wmf]1,0
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Vậy MaxA = 1 khi x = 1 và y = 0 hoặc x = 0 và y = 1.

Bài 4.1.2 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  B = a3 + b3 + ab; Cho biết a và b thoả mãn: a + b = 1.

Giải

  B = (a + b)(a2 - ab + b2) + ab 

      = a2 - ab + b2 + ab = a2 + b2 

  Ta có: 2(a2 + b2) 
[image: image693.wmf]³

 (a + b)2 = 1  =>  a2 + b2  
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  Vậy min B = 
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   khi a = b = 
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Bài 4.1.3 a, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

           A = (x2 + x)(x2 + x - 4) 

            b, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

          B = - x2 - y2 + xy + 2x +2y 

Giải

  a,      A = (x2 + x)(x2 + x - 4)  . Đặt: t = x2 + x - 2 

              ( A = (t - 2)(t + 2) = t2 - 4 
[image: image698.wmf]³
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 Dấu bằng xảy ra khi: t = 0  (  x2 + x - 2 = 0  

                                                   (x - 2)(x + 2) = 0 (  x = -2 ; x = 1.

             ( min A = - 4 khi x = -2 ; x = 1 ;

  b,   Tương tự 

Bài 4.1.4 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức.

   a, C = 
[image: image699.wmf]2321

xx

-+-

  

   b, D = 
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   c, E = 
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Giải

  a, Áp dụng Bất đẳng thức:  
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  Dấu '' = ''xảy ra khi AB   
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 Dấu '' = '' xảy ra khi (2x - 3)(1 - 2x) 
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 Vậy minC = 2 khi  
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  b, Tương tự : minD = 9 khi: -3 
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  c,                    minE = 4 khi: 2 
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Bài 4.1.5 Cho a < b < c < d, tìm: 

   Minf(x) = 
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Hướng dẫn: tương tự: minf(x) = d + c - b - a  khi b 
[image: image716.wmf]£

 x 
[image: image717.wmf]£

 c

Bài 4.1.6 Cho ba số dương x, y, z thoả mãn: 
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  Tìm giá trị lớn nhất của tích: P = xyz 

Giải
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  Tương tự: 
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  Từ đó suy ra: P = xyz 
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  MaxP = 
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 khi  x = y = z = 
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Bài 4.1.7 Cho 3 số dương a, b, c thảo mãn: a + b + c  = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  F =  
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Giải

  Ta có: F = (a2 + b2 + c2) + (
[image: image741.wmf]111
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 Vận dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki, ta có: 

     (a.1 + b.1 + c.2)2 
[image: image742.wmf]£

 3(a2 + b2 + c2)

         ( a2 + b2 + c2 
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 Tương tự: 
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 Mặt khác: 
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)(a + b + c)

              = 3 + (
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              ( 
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[image: image761.wmf]³

 
[image: image762.wmf]3

1
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  Dấu  '' = '' xảy ra khi : a = b = c = 
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 Vậy MinF = 33
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 khi : a = b = c = 
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Bài 4.1.8 Cho  G = 
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    Tìm giá trị lớn nhất của G 

Giải
Tập xác định: x 
[image: image767.wmf]³

 1;  y 
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 Ta có:  G = 
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 Theo Bất đẳng thức Côsi ta có: 
[image: image773.wmf]11

1

2

x

x

-+

-£

  ( 
[image: image774.wmf]1

x

x

-

 
[image: image775.wmf]1

2

£


Tương tự:
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Vậy MaxG  = 
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 đạt được khi x = 2 ; y = 2 ; z = 6  

Bài 4.1.9 a) Tìm giá trị nhỏ nhất của H = 
[image: image781.wmf]1

x

x

-

  với  x > 1.

                b) Tìm giá trị lớn nhất của  K  = 
[image: image782.wmf]2
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HD: Áp dụng bất đẳng thức Côsi và làm tương tự như bài 5: 

Bài 4.1.10 Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của y biết 

x2 – 2(y – 3)x + 2y2 - 2y + 4 = 0

Giải

Hướng dẫn:

Để giải được bài toán dạng này, thường ta sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc hai để tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của y.


Thật vậy:

Xét phương trình x2 – 2(y – 3)x + 2y2 – 2y + 4 = 0  (1)

Ta có (’ = b’2 – ac = [-(y – 3)]2 – (2y2 - 2y + 4)

               = y2 – 6y + 9 - 2y2 - 2y – 4

               = -y2 – 4y + 5

Phương trình (1) có hai nghiệm ( (’ ≥ 0

( -y2 – 4y + 5 ≥ 0
( y2 + 4y - 5 ≤ 0
( y2 + 4y + 4 ≤ 4 + 5

( (y + 2)2 ≤ 9

( (y + 2( ≤ 3

( -3 ≤ y + 2 ≤ 3
( - 5 ≤ y ≤ 1
+ Với y = - 5 thay vào (1) ta được x2 + 16x + 64 = 0

                                                   ( (x + 8)2 = 0

                                                   ( x + 8 = 0

                                                   ( x = - 8

+ Với y = 1 thay vào (1) ta được x2 + 4x + 4 = 0

                                                   ( (x + 2)2 = 0

                                                   ( x + 2 = 0

                                                   ( x = -2 

Vậy Min(y) = -5 khi x = -8; Max(y) = 1 khi x = -2

Bài 4.1.11. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của y biết

x2 + 2y2 – 2xy + 4x – 6y – 11 = 0
Giải


Xét đẳng thức x2 + 2y2 – 2xy + 4x – 6y – 11 = 0

( x2 – 2(y – 2)x + 2y2 – 6y – 11 = 0 (2)

Ta có (’ = b’2 – ac = [-(y – 2)]2 – (2y2 – 6y – 11)

               = y2 – 4y + 4 – 2y2 + 6y + 11

               = - y2 + 2y + 15

Phương trình (2) có hai nghiệm ( (’ ≥ 0

( - y2 + 2y + 15 ≥ 0

( y2 – 2y – 15 ≤ 0

( y2 – 2y + 1 ≤ 1 + 15

( (y – 1)2 ≤ 16

( (y – 1( ≤ 4

( - 4 ≤ y – 1 ≤ 4

( - 3 ≤ y ≤ 5

+ Với y = -3 thay vào (2) ta được x2 + 10x + 25 = 0

                                                 ( (x + 5)2 = 0

                                                 ( x + 5 = 0

                                                 ( x = -5

+ Với y = 5 thay vào (2) ta được x2 – 6x + 9 = 0

                                                 ( (x – 3)2 = 0

                                                 ( x – 3 = 0

                                                 ( x = 3

Vậy Min(y) = - 3 khi x = -5; max(y) = 5 khi x = 3
4.2. Ứng dụng giải phương trình.

 - Kiến thức: Nhờ vào các tính chất của bất đẳng thức, các phương pháp chứng minh bất đẳng thức, ta biến đổi hai vế ( VT, VP ) của phương trình sau đó suy luận để chỉ ra nghiệm của phương trình.

 + Nếu VT = VP tại một hoặc một số giá trị nào đó của ẩn ( thoả mãn TXĐ) 

 ( Phương trình có nghiệm.

 + Nếu VT > VP hoặc VT < VP tại mọi giá trị của ẩn.

 ( phương trình vô nghiệm.

Bài 4.2.1 Giải phương trình: 13
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Giải
 Điều kiện: x 
[image: image785.wmf]³

 1 (*)

 Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có:  13
[image: image786.wmf]1

x

-

 + 9
[image: image787.wmf]1

x

+


          = 13.2.
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 13( x - 1 + 
[image: image791.wmf]1

4

) + 3(x + 1 + 
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Dấu '' = '' xảy ra ( 
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   ( x = 
[image: image794.wmf]5
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  thoả mãn (*) 


Phương trình (1) có nghiệm ( dấu '' = '' ở (2) xảy ra 

   Vậy (1) có nghiệm  x = 
[image: image795.wmf]5
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Bài 4.2.2   a. Tìm giá trị lớn nhất của L = 
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                  b. Giải phương trình:  
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 - x2 + 4x - 6 = 0 (*)

Giải

   a. Tóm tắt: (
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 2(2x - 3 + 5 - 2x) = 4

  ( 
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  ( MaxL = 2 khi x = 2.

   b. TXĐ:  
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  (*) (
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 = x2 - 4x + 6 

         VP = (x - 2)2 + 2 
[image: image809.wmf]³

 2, dấu '' = '' xảy ra khi x = 2.

  ( với x = 2 ( thoả mãn TXĐ ) thì VT = VP = 2.

  ( phương trình (*) có nghiệm x = 2.

Bài 4.2.3 Giải phương trình:

                        
[image: image810.wmf]6

x

-

 + 
[image: image811.wmf]2

x

+

 = x2 - 6x + 13 

Giải

Xét phương trình 
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 = x2 - 6x + 13. TXĐ: -2 
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 VP = (x - 3)2 + 4 
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 4. Dấu '' = '' xảy ra khi  x = 3.

 VT2 = (
[image: image817.wmf]6
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 (6 - x + x + 2)(1 + 1) = 16
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 4, dấu '' = '' xảy ra khi   
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       ( không có giá trị nào của x để  VT = VP  ( Phương trình vô nghiệm

Bài 4.2.4 Giải phương trình: 
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 5.

 Dấu '' = '' xảy ra khi: 
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 ( Phương trình có nghiệm: x = 2; y = 2.   

Bài 4.2.5 Giải phương trình sau:
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Giải

    Ta có  
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     Vậy    
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      Dấu ( = ) xảy ra khi x+1 = 0  
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 x = -1

     Vậy 
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 khi x = -1

     Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = -1

Bài 4.2.6   Giải phương trình 
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      Áp dụng Bất đẳng thức BunhiaCốpski ta có:
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          Dấu (=) xảy ra khi x = 1

   Mặt khác   
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          Dấu (=) xảy ra khi   y = -
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      Vậy  
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         Vậy nghiệm của phương trình là 
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4.3. Ứng dụng giải hệ phương trình: 
  - Kiến thức: Ứng dụng biến đổi từng phương trình của hệ, suy luận và kết luận nghiệm.

   Lưu ý: Một số tính chất:   a) a2 + b2 
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                                              b) a + c < ; c > 0  ( a < b 

                                              c) 
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Bài 4.3.1 Giải hệ phương trình: 
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 (1) (  x3 = - 1 - 2(y - 1)2  (  x3 
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 (2) (  x2 
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 1    ( vì 1 + y2 
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 1  (**)

 Từ (*) và (**)  ( x = -1. Thay  x = -1 vào (2) ta có: y = 1.

  ( Hệ phương trình có nghiệm duy nhất: x = -1 ; y = 1.

  - Kiến thức: Biến đổi một phương trình của hệ, sau đó so sánh với phương trình còn lại, lưu ý dùng các bất đẳng thức quen thuộc.

Bài 4.3.2 Giải hệ phương trình: 
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Giải

  Áp dụng: Bất đẳng thức: A2 + B2 
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 2AB  dấu '' = '' xảy ra khi A = B 

  Ta có: x4 + y4 
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 x2y2 + y2z2 + z2x2     (*) 

  Mắt khác:    x2y2 + y2z2  
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                       y2z2  + z2x2  
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                       x2y2 + z2x2  
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 2xyz(x + y + z)  = 2xyz.

  (  x2y2 + y2z2 + z2x2  
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  Từ (*) và (**) (  x4 + y4 + z4  
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  Dấu '' = '' xảy ra khi: x = y = z  mà  x + y + z = 1 nên: x = y = z = 
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  Vậy hệ phương trình có nghiệm: x = y = z = 
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Bài 4.3.3 Giải hệ phương trình 
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     (với x, y, z > 0) 

Giải

     áp dụng: Nếu a, b > 0 thì: 
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  Mặt khác: vì x, y, z > nên       6
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  Dấu '' = '' xảy ra khi x = y = z, thay vào (1) ta được: 

              x + x2 + x3 = 14  (  (x - 2)(x2 + 3x + 7) = 0 

            (  x - 2 = 0 (  x = 2.

  Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất: x = y = z = 2.     
Bài 4.3.4  Giải hệ phương trình sau  
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Xét hệ phương trình  
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Từ phương trình  (1)    
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       Nếu x = 
[image: image887.wmf]2

 thì y = 2
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       Nếu x = -
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 thì y = -2
[image: image890.wmf]2


   Vậy hệ phương trình có nghiệm    
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4.4. Ứng dụng giải phương trình nghiệm nguyên

Ngoài ra còn có một số những ứng dụng khác của bất đẳng thức, đòi hỏi học sinh phải linh hoạt và sáng tạo trong khi giải, học sinh phải nắm chắc được các kiến thức về bất đẳng thức thì mới vận dụng được. 

Bài 4.4.1 Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: 
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   Không mất tính tổng quát, ta giả sử  x 
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 z, ta có: 

       2 =  
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 3, mà z nguyên dương 

   Vậy z = 1. Thay z = 1 vào phương trình ta được:
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 Theo giả sử, x 
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 y, nên 1 =  
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  Vì y nguyên dương nên y = 1 hoặc y = 2.

  Với y = 1 không thích hợp 

  Với y = 2 ta có: x = 2.

  Vậy (2 ; 2 ; 1) là một nghiệm của phương trình.

  Hoán vị các số trên, ta được nghiệm của phương trình là: 

          (2 ; 2 ; 1)  ;   (2 ; 1 ; 2)  ;  (1 ; 2 ; 2)

Bài 4.4.2 Tìm các số nguyên x, y, z thoả mãn
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           Vì x, y, z là các số nguyên nên
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       Các số x, y, z phải tìm là 
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Bài 4.4.3  Tìm các cặp số nguyên thoả mãn phương trình 
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Giải

         (*)  Với x < 0, y < 0 thì phương trình không có nghĩa

         (*)  Với x > 0, y > 0 

              Ta có 
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          Ta có    
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   Nhưng 
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   Trong đó giữa k và k + 1 là hai số nguyên dương liên tiếp nên không tồn tại một số nguyên dương nào cả.

   Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là:  
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V. Bài tập áp dụng.

Bài 5.1 Cho hai số x và y mà x + y = 1. Chứng minh rằng: 

         a) x2  + y2 
[image: image924.wmf]³



EMBED Equation.DSMT4[image: image925.wmf]1
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          b) x4 + y4  
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Bài 5.2 Cho a,b, c, d,e là các số thực chứng minh rằng:

                 a2 + b2 + c2 + d2 + e2 = a(b + c + d + e)

Bài 5.3 Cho hai số dương x, y và x3 + y3 = x - y CMR: x2 + y2 <1

Bài 5.4  Cho hai số dương x, y. Chứng minh rằng: 
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Bài 5.5  Cho ab
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. Chứng minh rằng: 
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Bài 5.6 Cho 3 số x, y, z  không âm sao cho x + y + z = a

         Chứng minh rằng: (a - x)(a - y)(a - z)
[image: image930.wmf]³
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Bài 5.7  Cho a
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         Chứng minh rằng: a4 + b4 + c4
[image: image934.wmf]³
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Bài 5.8 Cho x2 + 4y2 = 1. Chứng minh rằng: 
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Bài 5.9  Chứng minh rằng: Nếu 
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Bài 5.10 Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n 
[image: image938.wmf]³

 3thì 2n > 2n + 1
Bài  5.11 Cho a, b, c là độ dài các cạnh của một tam giác. 

Chứng minh rằng:     
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Bài 5.12 Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của y trong các trường hợp sau:
a) 
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b) (y – 3)x2 – 2(y + 1)x + 2y + 7 = 0

c) 3x2 + (2y – 3)x + 2y2 + 4y + 11 = 0
VI. Lưu ý khi áp dụng sáng kiến

Qua việc hướng dẫn học sinh làm bài tập cho thấy phần kiến thức về đề tài là phần kiến thức mở do giáo viên đưa vào cuối các giờ luyện tập, hoặc giờ tự chọn nên nội dung đối với học sinh còn phức tạp, khó hình dung, vì vậy cần đưa kiến thức cho học sinh cần làm từ dễ đến khó,kết hợp ôn tập, giao bài tập về nhà, kiểm tra học sinh …

Sau khi hướng đẫn xong nội dung chuyên đề cần chỉ cho học sinh những kiến thức cần thiết, đồng thời rèn luyện những kỹ năng làm bài tập cho học sinh.

Cần đưa nội dung vào giờ dạy cho phù hợp, tránh dồn ép học sinh tiếp nhận kiến thức một cách thụ động mà đạt kết quả không mong muốn.

VII. Phạm vi áp dụng.

Đề tài: “Phát triển nâng lực thực hành cho học sinh thông qua việc tiếp cận một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức và ứng dụng của bất đẳng thức vào các bài toán thực tế đối với học sinh THCS” được áp dụng cho học sinh lớp 8, 9 thích hợp nhất là học sinh lớp 9 và đặc biệt đối với đối tượng là học sinh khá giỏi. 

KẾT LUẬN VÀ KHUYẾN NGHỊ

VIII. Kết luận – Khuyến nghị

8.1 Kết luận

8.1.1 Nghiên cứu lý luận cho thấy

- Bất đẳng thức là một trong những kiến thức cơ bản và quan trọng trong chương trình toán ở các trường THCS, hỗ trợ cho việc hoàn thiện kiến thức toán bậc THCS nói riêng và hình thành và hoàn thiện phát triển tư duy cho học sinh nói chung. Bất đẳng thức còn tạo điều kiện cho học sinh phát huy khả năng tìm tòi, khám phá cùng với sự phát triển khả năng phân tích tổng hợp. Bất đẳng thức còn tạo điều kiện trực tiếp cho học sinh huy động mọi năng lực nhận thức, nâng cao khả năng tự học, rèn luyện kỹ năng học tập và thực hành. 

Việc học tốt bất đẳng thức sẽ giúp phát huy tối đa vai trò của bộ môn toán nói riêng và của việc dạy và học nói chung trong việc nâng cao chất lượng giáo dục và đào tạo học sinh ở trường THCS.

         8.1.2. Kết quả đạt được sau khi áp dụng sáng kiến.

Qua việc áp dụng sáng kiến trên vào giảng dạy cho học sinh tôi thấy học sinh đã xác định được loại toán và cách làm, nhiều em học sinh đã làm được các bài tập về bất đẳng thức  và đã có hướng thú hơn khi học toán.

      Kết quả điều tra thực trạng sau khi áp dụng sáng kiến.

Khi giảng dạy trên lớp gặp một số bài tập về bất đẳng thức tôi thấy học sinh còn rất nhiều lúng túng trong việc làm bài tập, hay định hướng cách làm, đặc biệt là học sinh học ở mức độ trung bình.

Thực hiện việc kiểm tra khảo sát ở học sinh lớp 8, 9 kiến thức về bất đẳnh thức trước khi tôi áp dụng đề tài tôi thu được kết quả như sau: 

Bảng 6.1.1: Điều tra về việc nhận biết các bất đẳng thức cơ bản của học sinh

	Lớp
	Sĩ số
	Nhận biết đúng
	Nhận biết sai

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	28
	75,7
	9
	24,3

	8B
	41
	33
	80,5
	8
	19,5

	9A
	43
	41
	95,3
	2
	4,7

	9B
	42
	38
	90,5
	4
	9,5


Bảng 6.1.2: Điều tra về việc chứng minh bất đẳng thức.
	Lớp
	Sĩ số
	Biết cách chứng minh
	Không biết chứng minh

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	25
	67,6
	12
	32,4

	8B
	41
	29
	70,7
	12
	29,3

	9A
	43
	32
	74,4
	11
	25,6

	9B
	42
	30
	71,4
	12
	28,6


Bảng 6.1.3: Điều tra về việc sử dụng bất đẳng thức vào bài toán cực trị

	Lớp
	Sĩ số
	Biết cách sử dụng
	Không biết sử dụng

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	28
	75,7
	9
	24,3

	8B
	41
	33
	80,5
	8
	19,5

	9A
	43
	35
	81,4
	8
	18,6

	9B
	42
	34
	81
	8
	19


Bảng 6.1.4: Điều tra về việc sử dụng bất đẳng thức vài giải phương trình và hệ phương trình.

	Lớp
	Sĩ số
	Biết cách làm
	Không biết làm

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	21
	56,8
	16
	43,2

	8B
	41
	26
	63,4
	15
	36,6

	9A
	43
	28
	65,1
	15
	34,6

	9B
	42
	25
	59,5
	17
	40,5


Bảng 6.1.5: Điều tra về sự hào hứng của học sinh khi học về bất đẳng thức

	Lớp
	Sĩ số
	Thích
	Không thích

	
	
	Số lượng
	%
	Số lượng
	%

	8A
	37
	35
	94,6
	2
	5,4

	8B
	41
	40
	97,6
	1
	2,4

	9A
	43
	41
	95,3
	2
	4,7

	9B
	42
	39
	92,9
	3
	7,1


Biểu đồ 6.1.1: Việc học sinh làm tốt các bài toán về bất đẳng thức cụ thể theo biểu đồ sau:
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Biểu đồ 6.1.2: Sự hứng thú của học sinh khi học về bất đẳng thức.
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* Kết quả: Sau khi áp dụng sáng kiến vào giảng dạy thu được kết quả rất đáng ghi nhận:

- Tỉ lệ học sinh biết cách làm các dạng toán về bất đẳng thức tăng so với trước khi áp dụng sáng kiến:

+ Khối 8: Tăng 59,64%

+ Khối 9: Tăng 66,81%

- Tỉ lệ học sinh có hứng thú học về dạng toán bất đẳng thức tăng so với trường khi áp dụng sáng kiến:

+ Khối 8: Tăng 84,7%

+ Khối 9: Tăng 80%

8.2 Khuyến nghị

8.2.1 Đối với Sở GD&ĐT

- Xây dựng kế hoạch đào tạo, bồi dưỡng cho đội ngũ giáo viên theo các chu kì hoặc theo các chuyên đề nhằm không ngừng nâng cao trình độ chuyên môn, nghiệp vụ, năng lực chuyên môn và kĩ năng sư phạm cho giáo viên.

- Tham mưa với bộ giáo dục hoặc đặt hàng để phát hành nhiều hơn nữa những tài liệu tham khảo về các dạng toán liên qua đến bất phương trình, bất đẳng thức.

- Hàng năm khi ra đề kiểm tra khảo sát chất lượng, đề thi học sinh giỏi, thi tuyển sinh vào các trường THPT cần có nội dung về bất đẳng thức, để qua

đó định hướng cho giáo viên và học sinh nhu cầu nghiên cứu về toán bất đẳng thức.

8.2.2 Đối với Phòng GD&ĐT 

- Tạo điều kiện cho cán bộ, giáo viên trong toàn huyện có nhiều điều kiện thuận lợi hơn nữa trong việc tham gia các lớp học bồi dưỡng nâng cao trình độ chuyên môn, nghiệp vụ về bộ môn toán nói riêng và chuyên môn nghiệp vụ sư phạm nói chung.

 - Tạo điều kiện cho giáo viên phát huy hơn nữa công tác tự học thông qua việc tham gia và tổ chức các chuyên đề bàn về bất đẳng thức nói riêng và chương trình toán nói chung.

- Khi ra đề kiểm tra đại trà, kiểm tra khảo sát hoặc đề thi học sinh giỏi thì cần cho nhiều hơn nữa nội dung về bất đẳng thức để qua đó định hướng cho giáo viên và học sinh nhu cầu nghiên cứu về toán bất đẳng thức.

8.2.3 Đối với các trường THCS.
- Tạo điều kiện cử cán bộ giáo viên đi học nâng cao trình độ chuyên môn nghiệp vụ.

- Lãnh đạo nhà trường cần tăng cường mua bổ sung các sách, tài liệu tham khảo về bất đẳng thức nói riêng và các phân môn khác nói chung.
- Chỉ đạo tổ khoa học tự nhiên, nhóm chuyên môn toán cần nghiên cứu nghiều chuyên đề về bất đẳng thức.

- Cần có những sân chơi tri thức giúp học sinh có được lòng ham mê học tập và rèn luyện.

8.2.4 Đối với giáo viên và học sinh:
8.2.4.1 Đối với giáo viên:
- Giáo viên toán nói riêng và giáo viên các bộ môn khác nói chung cần có tinh thần và ý thức tự học và sáng tạo để trở thành một tấm gương sáng cho học sinh noi theo.
- Giáo viên toán cần nghiên cứu sâu và tổng hợp được những nhóm kiến thức cơ bản và phương pháp nghiên cứu tương ứng về bất đẳng thức để định hướng giúp học sinh có phương pháp học tốt nhất và lòng đam mê về phần bất đẳng thức.
8.4.2.2 Đối với học sinh:
- Học sinh cần nắm chắc các tính chất và bất đẳng thức cơ bản trong chương trình toán THCS.
- Biết phân loại các dạng toán và phương pháp tương ứng.
- Chịu khó tìm tòi và phát triển các bài toán có sẵn thành các bài toán tương tự và nâng cao.

TÀI LIỆU THAM KHẢO

1) Các phương pháp chứng minh Bất đẳng thức – Nguyễn Vũ Thanh
2) 500 bài toán chọn lọc về bất đẳng thức (tập 1) – Phạm Huy Khải

3) 500 bài toán chọn lọc về bất đẳng thức (tập 2) – Phạm Huy Khải

4) Phương pháp tìm GTNN và GTLN – Phạm Huy Khải
5) Các bài toán chọn lọc về bất đẳng thức – Vũ Hoàng Lân

6) Tuyển tập 180 bài toán bất đẳng thức – Võ Đại Mau

7) 250 bài toán đại số - Võ Đại Mau

8) Phương pháp bất đẳng thức – Trần Văn Thương

9) Phương pháp giải 35, 36 bộ đề thi vào cấp III và bồi dưỡng học sinh giỏi – Võ Đại Mau.

10) Những bài toán hay và khó – Nguyễn Đễ

11) Các đề vô địch 19 nước – Nguyễn Đễ

12) Toán nâng cao và các chuyên đề đại số 8 – Vũ Dương Thụy

13) Toán bồi dưỡng học sinh đại số 9 – Vũ Hữu Bình

14) Toán nâng cao và phát triển đại số 8 – Vũ Dương Thụy

15) Toán nâng cao và phát triển đại số 9 – Vũ Dương Thụy

16) Giáo trình đại số sơ cấp trường Đại học sư phạm I Hà Nội – Đỗ Đức Thái
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Tóm lại các bước để chứng minh A �EMBED Equation.DSMT4��� B theo định nghĩa


     Bước 1: Ta xét hiệu  H = A - B


     Bước 2: Biến đổi H = (C + D)�EMBED Equation.DSMT4���hoặc H = (C + D)�EMBED Equation.DSMT4���+….+ (E + F)�EMBED Equation.DSMT4���


     Bước 3: Kết luận A ( B
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